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Correction de SUITES - Fiche 2

Navigation vers les corrections: 1) @ ® @ & ® @ ® ®» @ ® ®

@ Dewx niveaur de présentation sont propeede.
Le premien niveaw a gouche est tues détaille pour los débutants et penmet de bien comprendae.
Les vensions napides o droite sont autoniedes pour ceux qui ont bien compnis, et surtout dans les exencices plus complexes.

i =+ it i =+
nllTw N ="+oo donc par produit nETm 3n = oo Vewion plus napide et autonisde :
1 a : - lim 3n=+
lim l=O donc par produit lim 7g=0 P00 ® 9
N—+o N—+eo . 2 donc, par somme, lim (3n—=)=+ow0.
? lim (—ﬁ)zo Nt n
donc, par somme,  lim (3nfﬁ) =+ . n—te
Nt Vous powveg népondre d L. fin simplement :
. 2 . 2 ... donc, par somme, lim u,=+oo.
b. lim n°=+cw donc lim -3n°=-—w I
n—+ow n—-+oo
donc, par somme,  lim (1-3n?)=—o. — L& awssi, on acceptena. dinectement . lim (1—3n?)=—o.
n—+oo nN—-+o0
c. lim (1+n)=+w
n—+ow
donc, par inverse,  lim =0.
Nt 1N
lim (-10+n)=+w . ) L
o ( ) Version plus napide et outorisde :
d. . N lim (-10+n)=+ow
lim L=0 donc par produit lim (7i)=0 n_,m( ) 3
N—+0 \/F N—-+oo \/F . 3 donc, par somme, lim (-10+n—-—)=+x.
3 lim (7\/—_)20 N—+o0 \/F
donc, par somme, lim (-10+n-—)=+w. e n
n—+owo ‘\/F
lim n®=+ow
n—+ow
& lim (n+3)=+w
n—+oo

donc, par somme,  lim (n?+n+3)=+w

N-too Veusion plus rapide et autonisde :
) ) lim (nP+n+3)=+0 —— |
donc, par inverse, lim ————==0 Nt
Nt N+ N +3 2
donc, par quotient,  lim Trn i 0.
donc, par produit,  lim ——=——=0. ot
Nt N©+N+3

Outtention, vous ne pounrieg pas allen ausel vite powr  lim ( n—n+3)=-+w

n—-+oo

-+

2. a  BROULLON : On xepire d'abord. ta foume inditorminde en analysant le quotiont : 1
( J—

(n

T
\H/

— 40

% ost bien un quotient indétouning con un nombre tu2s grand. divied pox un nombre ti2s gnand peut 8tne s grand,, tr2s petit o ni C'un ni U'autre...

On dsit done commencer par une transformotion de ¢ expnession. :

nnTl = #1 = Ll — Je pactonise et simplific pan N, le nesponsable de mo. porme indéteuminde.
n(1+z) 1+=
n n
( lim 1=0
N0 N
donc, par somme> lim (1 +%) =1 — On peut denine dinectoment  lim (1 + % )= 1 sons le justipion
n—-+oo n—+oo
et par inverse, lim L 771 — Mi tds grand, ni tude petit... Clucun tnfini ne €' a. emports.
n—+oo 1 + =
b.  On peut appliguer la. méme factorieation qu’au a., cela fonctionne tris bien.
Mais negondieg comme on pewt aller trls vite :
n+l _n 1 1
—_— = —-t-= + = won.
m e e — Je transfonme mon expression.
lim =0
N0 N
donc, par somme, lim (1 +%) =1. — Mi trds grand, ni ti2s petit...
N—+o0

Obttention, impessible de faine pareil awee ¢ exemple du. a. |
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¢.  BROUILLON : Or xepire d'abord bz quotiont inditorming o)

(+o0)
1% méthode : lo. factonisation faible pox N .
? xn n @
nrl 1= J—l =—7 — BROUILLON : 1 La. taneformation amine un quotient qui n'est plus indéferming.
N(1+7) 143 L
n n NNV 1
lim n=+w
n—-+oo ) ) n s s
donc, par quotient, lim —— =+w. L infini du hawt € a emports.
lim L=0 donc) lim (1+%)=1 para e g 41 T % infiai du haut B emp
n—otoo N n—+oo n n
1™ méthode - la. gactorisation ferfe par n’
| S OBROULLON. —1— e qustiont —=— n'est plus inditoumind, mois..
n n? n n 0t 2"
-0
lim f=0
nN—-+o0 n
. 1
lim <=0
n—-+o n’
. 1,.1,_
donc, par somme, | lim (=+=)=0
n—-+oo n

... attention d L , Utwense d'un ti2s petit peut allon vens +oo ou —oo, tout dépend. de son signe...

©)
De plus, %+ # est toujours positif, — 10 paut done penser d. Etudien Lo signe ici trds pacile).
donc, par inverse, lim 1 _ +o0 .
nowo 1.1
n n?

d. BROUILLON : C'est toujours un quetiont indétorming ‘(Z—i)l

1% mathode : pactorisation paible par N

n(l+ l) 1+ 1 ‘/@ !
~0
el - —BROULLON: —x e quotiont Ll st pls inditsnind
n(n-2) n-= +o0 rr——{”@‘{ﬁﬁi 0
T 4w
. 1, _
lim (1+43)=1

n—+oo

lim (n-2)=+o
N—+o0 n

1+1

donc, par quotient, lim 0.

e o 1
n

1™ méthede : foctorisation forte par N’

2l 1y 1.1
n+1 (n"' nz)_ v
n’-1 1, 1
nz(l—F) 1—?
lim (2+1)=0
n—-+oo
lim 1-5=1
Nt N
1,1
. .n . n
donc, par quotient, lim =0.
n—+owo 1_%
n

3™ méthede : poctonisation non dquilibrde. pax N en haut et par n? en bas

:2_1 = - I — Je simplifiic pan un seul N, atention, i en neste un en bas.
nz(l—F) n(l—F)

D'une part, lim (1 +%) =1.

n—+owo
lim n=-+w
Dautre part, 3 d duit, lim n(1-3)=+
autre part, . onc par produit, i —=) =+
P lim (1*%)=1 parp n—+oo n’
n—>+oo n
1+3
donc, par quotient, lim —1:0.
n—+owo n(l——z)

n
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n+1)> _n*+2n+1 _n® 2n 1 1
( ) _ S+ o n+2+= — Sympa. en foit...
n n n nn n
lim n=-+w
n—-+oo
1 donc, par somme, lim (n+2+= ) +oo
lim ==0 N0
n—-+owo

2,1 2,1

(n+1)* _n*+2n+1 /r&(l+—+—2) Lrnti
27+1 2w+l B 1
p/(2+ ) 2+F

lim £=0et lim =0

n—+oo n—-+oo

lim (1+n+n )=1

donc, par somme § " 1
lim (2+5)=2
N—+oo n’
1+ % + lz 1
et donc, par quotient,  lim —] 5

n—+oo 2+ =
n

TO — 1o
BROULLON . [yn+1]-\/n | Cost une somme inditorminde (+00) — (+0) .

La présence d'une somme de nacines canndes doif vous foine néagir... Pensey a la. quantits conjuguds :

Vous neconnaiseeg (a—b)(a+b).. ot a’—b?l

(n+1-n)(\n+1+yn) _@n+1)°-@n)’ _ _n+i-n _ 1 e )
\Yn+1 —n = An+1 +4n N+l +4n Jniliyn  ynilevn Cest beou.

lim \n+1 =+w et lim n =+o

N—+oo n—+o

donc, par somme, lim (yn+1 ++/n ) =+» — B 04 on est souwd can ce n'est plus une dighdnence, ¢'est une somme |
n—+oo

donc, par inverse, lim —————— =0.

oo AN+ 1 +\/_

lim (1+4/n)=+x

n—-+o0

donc, par inverse, lim

no+o 1+ \/_

Foume indéteuninde L) , uhiisens o. factenisation non dquilibnde (la. actonisation forte par N* pose un problime peuwr dtudien lo signe...) :

(+ )
2 3
M(2+3) n(-2+3)
2 +3 o n La gactonisation faible par N fenctionne bien ausei :
gD 1 n(-an+3)y  onsd
—2n’+3 _ n’ n
5-n 5 T 5
lim ( 2+ )—72 donc, par produit, lim n( 2+ )—700 n(=-1) =-1
N—+oo N—too n n
lim (——1)=—1 On obtient 1(—1))— qui n'est pas inditeuming et donne bien +oo.
n—-+oo
n( 2+ 5)
donc, par quotient, lim ————— =+w.

nN—-+oo § ~1

lim (3n*-1) =+

n—-+oo

lim (——=)=0

n—-+o0 \/F
1

donc, par somme, lim (3n?—1-—=) =+w.

nN—+oo '\/F
Foume inditeuminde (+00) — (+0) .

(M -n-1)(n+yn-1) __n-n+1 _ 1
Yo Vo -1 TNt Vm T

lim (yn +yn—1 )=+

n—+oo

(a—b)(a+h) estdewenn a’—b?

donc, par inverse, lim —————— =0.

nN—-+oo \/F + \/n_
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e.

lim (n?=1)=+w

nN—+oo

. - 1
donc, par inverse, lim — =0.
i =1

lim (-9n)=-w

n—-+oo
. 4
lim (-=)=0
n4>+oo( n)
donc, par somme, lim (79nf—1) =0,
n—+oo n
2 1 1
n“(2-%) 2-%3
e o (ko0) 2071 n*’ n
Foume indétenminde ) yrare il = T
n (4+F) 4+F
lim (2-%)=2
N—+oo n
. 1,
lim (4+5)=4
n—-+oo n
1
W oo 1
donc, par somme, lim ===z,
N—-+o0 4+i 4 2
r.|2
lim (—yn) =
n—-+oo
donc, par somme, "T (1-4n) =—o.
N—-+oo
1
n(1+n) 1+

Lo 2™ toume est une fonme inditouminde

(+0) n+1 -

(+0) © 0?2

Hm(1+%)=1

n—+oo

lim n =+ et lim (17%) =1 donc, par produit,

n—-+oo n—-+oo
. . n+1
donc, par quotient, lim = =0.
N—-+oo -2
Deplus, lim n =+w
n—-+oo
. n+1
donc, par somme, lim (n+ P 2) =+ .

N—+o0

li
N+

m n(17%) =+

On neconnait le dénsminafowr qui est la somme indétenminde (+00) — (+o0) vue dons le 2. . .

Yn+1 +yn

R SR TR o N

1 _
NS R O\ o WY Y e
lim (yn+1 +yn )=+

nN—-+oo

T0 nessemble au i. ...
Mais une mawwaise surpise vous atiend si vous ludieq

2n’—1
Done n— N1

10 gaut alons tout pactoniser dis le début :

est une somme indéteminde (+o0) — (+0) .

n+l-n

\\_/ (a—b)(a+b) ecstdeenw a®—b?

2n°—1
n+1

: ¢a tend verns +oo.

n(7n+1+1) 7n+1+1
n n

n_2n2—1:n(n+1)—2n2+1:—n2+n+l: -
n+1 n+1 n+1 n(1+l) 1+;
n n
. 1, _ 1
lim (7n+1+ﬁ)—7oo n+1+=
A n donc, par quotient, lim T = —o.
lim (1+=)=1 n—to 1 4=
n—+o0 n n

2
Foume indéteuminde 2 , on développe puis on factonise pax n®:  lim Kl;nz)— =-1 comme dans le . .
(+o0) 1-n
n—-+oo -
Foune indéteuminge 2L | on pactonise par n? etpax n: lim Ln-1_,
b P p 7
(_OO) n—+oo 5-n
lim = =0
n—+oo

. . - 1
lim (n+1) =+ donc, par inverse, lim ——
N—+oo Nt N1

. 1 1 _
donc, par somme, nL'Tw(n_n+l) =0.
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0. Fonme indétenminde i(g))—

.. _h
\/—_+

1+ (-L+1) 1
ﬁ \n n

lim 4/n =+

n—+oo

lim L 0 donc, par somme, lim (—

na+oo\/_ n—-+oo \/_
donc, par quotient, lim n =+o0.

n—to _—_ 4 1

n

p.  Foune indétorminde (+o0) — (+o0) :

— Factonisation foible pax \[n  avee € astuce & connadbe n =+fn xafn .

+1) =1

La. gactonisation @Mﬁz pax N fenctionne ausei :

n _ - 1
1+\/H n( +£) %+\/A_

On ebtient —— 1

0 NG

Pos tris dipicile puisque c'est positif, mais ¢ est plus long.

) oﬂzumceéouuwawademgmdz l+—.

S+l oyt 1) (Yn+l 4t 1)

n+1-n*+1 _ 2

NTFT 7T =
lim (\2+1 +3nP =1 ) =+o

n—+oo

donc, par quotient, M —m—————

n—+ow ‘\'nz+ 1 +\’n27

NP2+ 1 +4[nP =1

=0.

NWPHT 447 —1 A+ 1 +yn7-1

® 1 a -1<09<1donc lim 09"=0
n—-+oo
donc, par produit,  lim 150%x(0,9)"=0.
n—-+oo
b. 12>1donc lim 1,2"=+w

n—+oo

donc, par produit,  lim —0,5x1,2" =0 .

n—-+oo

lim 5" =+
N—-+o0

lim 75” = -0
n—-+o0

donc, par somme,

c. 5>1 donc
donc

lim (1-5")=-w.

— Outtention, ici, n'alleg pas trop vite et montneg bien la. position de 0,9 .

— Noublieg pas qu'un pelit — peut faire baseuler de +o00 d —o0 .

= +o0

Cn nappelle que € =2,718....

N—+oo
d  -1<02<1donc lim 02"=0
n—+owo
donc, par somme,  lim (0,2+0,2")=0,2.
N—+o0
lim (2+= ) 2
e. N—-+o0
e>1 donc lim e"=+w donc lim -3e"
N—-+o0 N—+o0
donc, par somme,  lim (2+173En)=+oo.
n—+oo n
f. e>1 donc lim e"=+w
n—-+oo
donc, par inverse, lim inzo
n—+oo
donc, par somme,  lim (2—%)-2
n—+owo

2 . 2\"_
g. 71<3<1 donc nLITw[:J =0

donc, par somme, lim (1+[§}n):1_

nN—+oo

lim 7"=+w

n—+o0

donc, par produit,

h. 7>1 donc
lim (-5x7")=—w.

n—-+oo

i Fonme indétenminde X(E))_

Clost 2" qui va. jouer le teume de plus haut degné :

lim 2" =+
Nn—-+oo

2>1 donc

. . 1
donc, par inverse, lim =0

on
Nt 2

On peut aussi vsin wne autre naisen car e—ln = (%)n owee %= 0,367... .

—1<%<1 donc  lim (%)":Jroo

n—+o0

I|m(2())2

n—-+owo

donc, par somme,
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lim (1+%) =1

n—+o0

. 1
lim (1-75) =1

nN—+oo

donc, par somme,

1+
et donc, par quotient, lim =1.
n—-+owo 1_i
2[1
j. Lo numsnatewn est une somme inditerminge (+o0) — (+o0)
2" 2N
nogn S (1) m -t
Clest 5" qui va jouer be touns de plus haut degid : Sp—5 = o7 ==
S (5] e

2 . 2" _
71<5<1 donc nllTwESJ =0
lim ([% "1y =
donc, par somme, § " o
tim (2]"+1) =1
Nt O

n

@ 1
et donc, par quotient, lim =-1.

N—>ton Egj“ +1

2. a (bn) géométrique de premier terme 2 et de raison 0,1
donc, pour tout n € IN, b, =2x0,1".
-1<0,1<1 donc lim 0,1"=0
n—-+o

donc, par produit,  lim (2x0,1")=0.

n—-+oo

b. (cn) géométrique de premier terme —2 et de raison 1,2
donc, pourtout n € IN, ¢, =-2x1,2".

1,2>1 donc lim 1,2"=+w

n—+oo

donc, par produit,  lim (—2x1,2")=—w0.

n—-+oo

3. a (gn) est géométrique de premier terme 1 et de raison 2

2"-1

= on_
271—2 1

donc S, = 1x

Or, 2>1 donc lim 2"=+w

n—-+owo

donc, par somme, lim (2"—1)=+cw.

N—+o0

b. (hy) est géométrique de premier terme 100 et de raison 0,8

_ 1-08" _ 1-08" _ n
donc T, = 100 x 108 - 100 x 02 - 500(1-0,8")
Or, -1<0,8<1 donc lim 0,8"=0
n—-+owo
donc, par somme et par produit, lim 500 (1-0,8")=500.
N—-+oo
_ 1 (12 (I3 In-1 . . R . 1 .
c. G2,=1+ > + [5} +£§J + ... +[§} est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison 5 et de premier terme 1.

TV oublions pas que 1 est [%}O

17@” L{%J" .
Donc G2, = 1x 1 =7 :2(1—[5}).
2 2

Or, ,1<l<1 donc lim [%" =0
2 o L2

et donc, par somme et produit, lim 2 (1 —[l}" )=2.

[ 2
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1,1 1 1,1 1
d. G3n:1+§+§+,,,+F:1+§+{§T+,_,+£§T1,

C'est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison = et de premier terme 1.

3
140 1\n
1-(3 1-(3
B - - N
Donc G3, = 1x 17; =3 _2(1,£3})_
3 3
Or, —1<l<1 donc lim [l]" =0
3 n—+o
o3 1p, _3
et donc, par somme et produit, lim —(1—{—} )==.
2 13) 772
_ 1,1 1 . S . 1 .
e. Gk,=1 +F+F+ +F est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison i et de premier terme 1.
1- %" 1- %" ) )
_ _ _ (L n
Donc Gk, = 1 x T T e [k}).
17_ —_—
k
Or, k=2 donc 0<l<l donc 71<l<1 etdonc lim {ﬂ”:o
kS2 k i Lk
- k 7[;? _k
donc, par somme et par produit, nLITw _k—l(l L )__kfl'
® 1. Enpusencedun (-1)", jaile nshlore dencadnen entre —1 ot 1:
Pour tout n € IN*,ona:
1<) <1
n
donc 1 < GO < 1
n n
lim —==0
n—+owo
lim ==0
N—-+oo
L) N P
donc, par encadrement . lim N 0. — O liew de « par encadrement >, vous pouvey denine aussi <« d'apres le théoreme des gendarmes > .

N—+o0

2. a Lo suite est définie de manidre explicite, done peu de chance qu on ulilise une démsnstration par nécunence.
n>1
donc 2n>2
donc 4/2n >+[2 car la fonction racine carrée est croissante.

b. Pourtout n>1:

\2n =42

donc n24/2n > n?42
{ lim n242 =+

n—-+oo
a,>n?42

Donc, par minoration :  lim n?4f2n =+ . anxﬁ "pousse” @, vew +oo.

N—+o0

3. Enpuisence d'un sinus, jai le néplere d encadnen entre —1 ot 1:

Pour tout n deIN,ona:

-1 < sinn < 1
donc n—1 < n+sinn <n+1
1 1 1
donc —— > - >
n-17 n+sinn " n+1

car la fonction inverse est décroissante sur IR+*

lim (n—1)=+ow donc, par inverse, lim L=0

n—-+oo Nt N— 1
lim (n+1)=+c0 donc, par inverse, lim =0.
nN—-+ow N+ NF 1
- . 1
On en déduit par encadrement :  lim =0

nio NHSINN T
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4, a. Un grand. clossigue : pour démonter que A= B, jevais dimontrer que A — B est positip.

Pour tout entier n :

3)= M 3
~(n-3)= n+3—(” )
_n —77(n73)(n+3)
n+3 n+3
_nP-7-n’+9
n+3
_ 2
== >0
donc vp,>n-3.
lim (n-3)=+w
b. n—-+oo
Vp=2n-3
donc, par minoration :  lim v,=+o0.
n—-+oo
5. Pourtout n deIN,ona:
-1 < cosn < 1
donc 1 > -cosn > -1
donc 3 > 2-cosn > 1
donc 1 < 1 < 1 car la fonction inverse est décroissante sur IR+*
3 2-cosn 1
n n
donc 3 S2-cosn = "
\%/—)
Swﬂz@apaﬂwgawm
de 0 encodrement est while
.n
lim ==+w
Nt 3
n
§§Wn
donc, par minoration :  lim  w, =+ .

N—+o0

@ 1. a Pour tout k de {1;2;..;n},ona:

1 < k <
donc 1 <k <
donc 1>i>

L7k

1 1
d — < —=¢
onc\/H NS

n
n car la fonction racine carrée est croissante sur R+

car la fonction inverse est décroissante sur R+*

[N
=3 Ll

— Je nemets dans L ondre croissant.

T gaut bien comprendae ici qu'on a éenit en fait antant d'encadrements qu.'il y o de valewws de K, ¢'et-d-dire N encadrements. que veici :

IN

< <1
- 5

=

IN
>
|
-

IN

S S
%

<1 poun k=1

<1 pow k=2

<1 powe k=n-1

<1 powe k=n

Pour sbtenin Sh, enua agwm toutes les nacines du centre.

Mais oussi tous les 1 de duoite. Tly ena N, done la somme pora. 1+1+1+..+1 =nx1l=n.

Et auesi fous les

1
\/_

Donc, par somme : n x

R
\/_

On en déduit :

Or nx—== —3%%5:\/3.
Sh

1 1

auche. Ty en a aussi N, done lo. somme pera ——= +—=+—=+.
s N

1
=<
N

n.

Sp < nx1  — Heweusement qu'on a un peu expligus, hein 9
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lim 4/n =+o0
b. n—+oo
\n <5,

donc, par minoration :  lim S,=+c0.

n—+oo

2. a. + Pourtoutentier 1<k<n, lim (n*+k)=-+w

N—+o0
donc, par inverse: lim ——=0.
nesteo N+ K
1 1 1
Donc, chacun des termes — T tend vers 0.
n“+1'n°+2 n“+n
. n n 1
+ Pourtoutentier 1<k<n, — = —— = —.
n®+k k k
n(n+=) n+=
n n
lim n=+w
n—-+oo A k . i 1
ok donc, par somme : lim (n+=)=+w donc, parinverse: lim ——=0.
lim ==0 N—-+o0 n n~>+00n+K
n—+o
n n n
Donc, chacun des termes — , =3 O tend vers 0.
n“+1'n°+2 n“+n

b. ¢ Pourtout k de {1;2;..;n},ona:

1 < k < n

2

donc n®+1 < n+k < n*+n

donc 21 > 21 > — car la fonction inverse est décroissante sur IR+*
n“+1 " n°+k ~ n°+n
1 1 1 . .
donc — Je nemets done €' ondre eroissant.

< <
n+n " n*+k " n’+1
On o de nouveaw m encadrements.

Pour sbtenin U, , on va a,é'ww toutes les valewrs duw centre.

Comme dans ' exercice 1. , les de gauche sont tous les mémes, Ly ena N .

n>+n
1 p A
Etles ) de dsite sont également Bous les mémes. iy en o N Aussi.
Donc, par somme : n x — < Uy <nx 21
n“+n n“+1
n
et donc < Uy < .
n“+n > " S n?+l
n _ n _ 1
5 = ==
n“+1 1 1
n(n+=) n+=
n n
n _ n 1
n+n " n(n+1) ~n+1
. L1 . 1 . . 1
lim n=+0 et lim ==0 ,doncparsomme lim (n+=)=+w etparinverse lim =0
n—-+o0 n—+oo n—+o0 n n—+o0 n +l
n
. . . 1
lim (n+1)=+w doncparinverse lim ——=0.
n—+oo ot N+ 1

On en déduit par encadrement : lim U,=0.

n—+oo

¢ Pourtout k de {1;2;..;n},ona:
1 < k < n

donc n®+1 < n+k < n’+

1 1
ik e

n

donc N car la fonction inverse est décroissante sur IR+*

n’+1

n n n
> >
n+1 7 n®+k” n’+n

donc

n n n
donc < <
n+n " n*+k " n’+1

On ajoute ces N encodrements.

n n
Donc, parsomme: nx ——— < V, < nx
P n+n > " T T n?41
2 2
n n
etdonc =—— <V, <
n+n > " T p?+1
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o’ n _ 1
n“Hno (1 +1) 1 +1
J n n
n?> n? 1
= =
n“+1 2 1 1
+= +=
L n°(1 nz) 1 n
ST . . . 1 _
lim ==0 donc par somme puis par inverse lim 1-1
n—+oo n—+owo 1+=
<
o1 . . - 1
lim = =0 donc par somme puis par inverse lim =1.
n—+ow N—too 1 +l2
L

On en déduit par encadrement :  lim V,=1.

n—+o0

On voit suwn cet exemple oﬂu.'uuw somme infinie de termes infiniment proches de O peut donnen dewx nésultots dippinents...

On va. vsin dans € exencice suivant que celo. peut Eine encone autre chose.

3. a Pour tout k de {1;2;..;n},0ona:
1 < k < n

donc 1

IN

donc \n +1 < fn +4fk <+fn +4/n
1 S 1
Y +1 7 kT 2
1 1 1
donc — < <
Vn +1

24/n n+4/k

On ajoute ces N encadrements.

donc

A\

1

Vn +1

Donc, par somme : n x <Th < nx

1
2n
et donc ﬂ< Ta<

2 \/H+]_'

donc, par minoration :  lim T,=-+o0.

n—+oo

vk < 4fn carlafonction racine carrée est croissante sur IR+

1 - L
—— car la fonction inverse est décroissante sur IR+*

® 1. Lenombre de voitures louées au mois de février 2019 est u; = 0,9uq + 42 = 0,9%280 + 42 = 294,

2. a. Pour tout n € IN :
Vnet = Uner — 420

0,9u, + 42 — 420
0,9u, - 378

378
0,9 ( Un 7@
0,9 (u,—420)
=09v,

Donc (vn) est géométrique de raison 0,9 et de premier terme vo = up—420 =-40 .

b. + Ondéduitdu a. que, pourtout n e IN, v, =Vvx0,9"=-40%0,9".

+ Pourtout neIN:
Vo =Up—420 < up =V, +420
< U, =-40x0,9" + 420

3. -1<09<1 donc lim 0,9"=0

n—-+oo

donc par produit puis par somme, lim (-40x0,9" + 420 ) =420 .

n—+oo

Cela signifie qu'au bout d'un grand nombre de mois, le nombre de véhicules loués va se rapprocher de 420.

En conséquence, le nombre de véhicules dont dispose le responsable sera alors un jour insuffisant : il doit augmenter son nombre de véhicules.
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® 1

2.

a. La masse, représentée par u,, augmente chaque jour de 20 % dont elle est multipliée par 1,2.
Puis, chaque jour, 100 g de bactéries sont perdus. Donc on soustrait 100.

On abien Uy =1,2u,—100 pour tout entier n .

b. u = 1000
n=2~0
while u<=30 :
u 1.2u-100
n n+1
print(n)

L'algorithme affiche la valeur 23.
Donc, on dépassera 30 kg de bactéries au bout de 23 jours.

Posons #(n) la comparaison Uns1 > Up .
¢ Initialisation :
{ Up =1 000
u; =1,2x1 000 — 100 = 1 100

+  Itération :

donc u; >ug, donc #(0) est vraie.

Supposons #(n) : Uns > U, pour un certain entier n >0 quelconque.
Alors :
Uns1 > Uy par hypothese de récurrence
donc 1,2uns > 1,2u,
donc 1,2un—100 > 1,2u, - 100
donc Upsz > Unsa

Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout n € IN .

On en déduit que (un) est strictement croissante.

a. Pourtout n e IN :
Vnet = Upez — 500
1,2u, — 100 - 500
1,2u, — 600
600

1,2 (Un—fETE
1,2 (u,—500)
1,2 v,

Donc (vn) est géométrique de raison 1,2 et de premier terme vy = up— 500 =500 .

b. + Ondéduitdu a. que, pourtout n e IN, v, =Vvex1,2"=500%1,2".

¢« Pourtout neIN:
Vh = U,—500 < U, =V, +500
< Uy =500%x1,2" + 500
< Uy, =500 (1+1.2")

C. 1,2>1 donc lim 1,2"=+w

nN—+oo

donc par somme puis par produit, lim 500 (1+1,2") =+ .

nN—+oo

Cela signifie que la masse de bactérie deviendra aussi grande qu'on veut au bout d'un nombre de jours suffisamment grand.

@ Soules G2 question oniginales sont comigses.

1.

2.

Le café va refroidir, donc la suite (T,) est décroissante.

Pour tout entier naturel n :

T —Th=-0,2(T,-10)
donc Th1=-02T,+2+T,
donc Tp1=08Th+2

C. -1<0,8<1 donc lim 0,8"=0
n—+oo
donc par produit puis par somme, lim (70x0,8"+10)=10.
n—+oo

Cela signifie que la température du café va tendre vers 10°C.
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a.

Pour tout n € IN :

Vher = (n+1)un+171

NI NI, NP N

Donc (vn) est géométrique de raison 1 et de premier terme vy =0xu; —1 =

+ Ondéduitdu a. que, pour tout n e IN, vn=v1><(%)"’1=%X(%)"’1=(%)".

nu, +1

= (n+) 51

<
B

+ Pourtout neIN:

Va=NUp—1 & Up=

+ Etdon

(37 +1

C U=

Oou encore u, =

— Sun.p%watm tn2s heuneuse, encone hout-i lo. vein...

NI

2

Vp+1

1+05"
t

-1<05<1 donc lim 05"=0 donc, par somme lim (1+05")=1

nN—+oo

lim n=+4ow

nN—-+o

donc, par quotient, lim

n—+oo

1+05"_

n—+oo

. — QOlttiention, on commence nang 1.

— ... ¢f done Lo ponmule explicite est & adaptor |

On peut conjecturer que, pour tout n e IN, u, =

b. Posons #(n) I'égalité u, =

*

Initialisation :

U0:0=0+1

Itération :

_n_
n+1°

_n_
n+1°

donc #(0) est vraie.

Supposons #(n) : U, = ﬁ pour un certain entier n>0 quelconque.

Montrons #(n+1): Upa =

Alors :
n
n+1

Uy =

donc 2—-up=2-

1 _
donc u

donc Ups =

Conclusion :

n+l _n+1
n+1+1 n+2°

par hypothése de récurrence

n_ _2(n+1) _n _2n+2-n_n+2

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

n+1

n+2
n+1
n+2

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout n € IN .
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2.

+00

BROUILLON : On nepére &’ abord. le quotient indéterming {reo)
(+)

et on pactonise par N .

u_n_ n 1
""n+1

1. .1
n(1+n) 1+n

lim (1+1)=1
N—+oo n

donc, par somme, lim u,=1.

n—+oo

Pour tout n € IN :
Vit = Upr—(N+1)

=ZU+sn+l-n-1

c
B
|

WIN W
>

WIN WIN WIN WIN
—~
s
E
|
[
~

<
B}

Donc (vn) est géométrique de raison % et de premier terme vo=uUp—0=2.

+ Ondéduitdu a. que, pourtout n e IN, vn=vo><(§)"=2><(%)”.
+ Pourtout neIN:
Va=Up—N < Uy =Va+n

+ Etdonc un=2(§)"+n.

1<241 donc lim (2)"=0 etdonc lim 2(2)"=0
3 Notoo 3 Nt 3

lim n=+w

n—-+oo

donc, par somme, lim (2(%)”+n):+oo.

n—-+o0

.S,

Up+ Ui+ ...+ Uy
Vo+O0+vi+1+. . +v,+n — Jappligue Uy =V, +n pouwr chague teume de lo. somme.
(Votvit..+Vvy)+(0+1+...+n)
N
k—/—ﬁ\ O

Je neconnais une somme de teunes d'une suite giométique ot la somme des premiens enfiens jusqu'd. N .

2 n+l
1- (5) n(n+1) 2
=2x > + > car (v,) géométrique de raison 3 et de premier terme 2 et le nombre de termes est n + 1
1=3
=6><(1—(%)”+1)+an;12 apub@éawpamwwn'utpwgwa...
S
.« T, = n_g
6x(1-(3ym) otl)
- n T
2 H 2 n+l : H 2 n+ly —
~-1<=<1donc lim (z)"™ =0 donc, par somme et produit, lim 6x (1-(z)")=6
D'Une 3 n—-+owo 3 n—-+o 3
part, . )
lim n®=+ow
n—+oo
6x(1-(5))
donc, par quotient, lim ——————=0
N—+o0 n
n(n+1)
. ) 2 _n+n_n . n _1.1
Dautrepart: ——7— = 57~ = o2 *57 = 3%
. 1 . 1,1 1
lim ——=0 donc, par somme, lim (+==)==.
n—+wo P n*r#oc(z 2n 2
6x(1—(§)n+1) - n2+1 1
On en conclut par somme :  lim ( > + —)==.
n—+oo n n 2
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0)

a.

Pour tout n € IN :
Un+1
1— U1
3Un
_ 1+2u, J .
= —au" — Je ne m'inguidte pas de lo. lowdewr du caleud...
T 1+ 2u,
3uy
_ 1+2u, C o .
= —1 o, 30, — .8 8l confiance...
1+2u, 1+2u,
3U,
1+2u,
1—Up
1+2u,

_ 33Uy 1+2u, o o |
= 1/+2“n/x 1_u, — ... con les dénsminateuns ¢ dliminent !

= _13ua — Je sais gue je dois obtenin ... % Vy, cest-d-dine ... X
— Un

= 3x

Vnir =

Un
1-u,’

ca ne ua pas Bt bien digpicile |
Un

1-un

= 3

Donc (vn) est géométrique de raison 3 et de premier terme VoSTT o= =1.
—uo

On déduit du a. que, pourtout n e IN, v, =Vvox 3"=3".

Pour tout n € IN :

Un

1-—

Vo = < Vo (1-Uy) = Uy — Mon but est d'isolern Uy
n

< Vp—VaUy = Up —Je développe.
< Upt Vol = Vg aJauﬁmupeM undgmmh/z.
S U (1+Vy) = v, — Je gactsnise.

Vn
1+v,

car v, =—1 — J wole U, awee la division.

3n
1+3"

S Uy =
D'aprésle c),pourtout ne IN, u, =

n n

Fowmwmﬂ,cm:s”wuaéomummpmmumﬁm‘: 3n= 3 =1 .
() 1+3 n, 1 1

Srrh) gt

. . .1
3>1 donc lim 3"=+w et donc parinverse lim —5=0

nN—-+o n—+oo 3

=1.

donc, par somme puis par inverse, lim
n—+owo in +1

b.

Pour tout n € IN :
Un+1—1
Un+1+1
Uy + 2
2un+1’1
Uy + 2
2up+1
Uy +2-2u,—1
2up+1
Uy +2+2u,+1
2u,+1
- 7un+1x2ﬁ
2up+1T 3u,+3
—Upt1
3u,+3

Vni1 =

+1

Pour tout n € IN :

—Up+1
3up+3
- —(u—1)
3(up+1)
1 u—1

= —=—X
3 u+1

Vnir =

o1,
3 n
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U-1_2-1
U+l 2+1

Donc (vn) est géométrique de raison —% et de premier terme vy =

Wl

On en déduit que, pour tout n € IN, v, =V X (—%)n = % x (—%)n . —> Outtention, cetfe expression ne peut pas se simplifien.

C. Pour tout n € IN :
=1 -V
Vp—1

1 1y
1-3x(-3)

Up =

1 1.,
3@ (3) -t
3 (-3

= + — Je néduis au dénsminateur 3 en haut et en bas.
— — n_
(-1y-3
3
AN
s-(-d)

(-3r-3

1 P S
71<73<1 donc lim ( 3) =0

n—+oo

lim (-3-(-5)")=-3

n—+oo

et donc par somme 1
lim ((—5)"—3)=—3
—+00

1o
3-(-3)
donc, par quotient, lim 1 =1.
n—-+oo (7 = )n _ 3

3

@ a Pourtout neIN:

_1

Vn+1*3

1
9

6—V,

_r
9 3(6-Vn)

6-Va  6-V,

1

9—18 + 3v,
6—Vp

- _6-Vn

T 9+3v,

Wh1 =

On se netrowve avee une expression dons loguelle il est dippicile de faire apporalire Wy ...
Mais € énoncs me dit qu’olle doif St anithmétique de raison —

Wl Wik

1% méthede : caleulen Wosy — Wy powe voir 6l ¢a ne foit pas —

Wn+1*Wn=ﬂ* 1
-9+3v, v,-3
S 6w 1
T 3(vn—-3) v,-3
___6—V, 3
T 3(vh—-3) 3(v,-3)
__3-W
T 3(va—-3)
(Va—37)
1

3

— Lo éduction aw méme dénsminateur est netlement moins sympa...

2™ mathode - calewler Whp 7% pour voin 6l ¢ ne fait pas la méme chose...

wooi-_1 1

"3 v,-3 3
_ 3 Vp—3
T 3(vhi—-3) 3(v,-3)
_ 3V +3
T 3v,-9
__6-Vn
T _9+3v,

= Whet
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Donc, (wn) est arithmétique de raison —% et de premier terme wg = VL =-=.
0

¢ Ondéduitdu a. que, pourtout n e IN, w, = Wy +n x (—%)

NI
wI|>S

¢ Pourtout neIN:

1
W, = T S Wa(vn=3) =1

S WpVp—3w, = 1

<& Wh vy = 143w,

_ 1+ 3w,
& Yy = —
Whn

¢ Onendéduit:
1+3(-=-

N
WIS
~

Vo =

6n +3
2n+3

Slw

3
envg  0(BFR) 6

2n+3 3, ..3
n(2+3) 2+

lim (6+3)=6
. 3 N—+m n
lim ==0 donc, par somme, 3
n—ses 1 lim (2+3)=2
n—>+oo n
6+§
. . n_6
et par quotient, lim 3 = 3 =3,
n—>+oo2 + =

Lo, question b, est onientée vers une démonstnation pa néeumence. Mais pas la question a. . C'est une démonstration dinecte.
2n—(n+1)> = 2n*-n>-2n-1 ‘

=n*-2n-1 — Un polynsme du. second degr et un signe posifip ? Souvenine de 17...
C'est un polyndme du second degré, du signe de son coefficient dominant 1 positif a I'extérieur de ses racines.
A=(-2)"-4x1x(-1)=8>0

donc il y a deux racines jﬁ)JE:—OA... et (2 +v8 =24..
2x1 2x1

On en déduit que 2n*— (n+ 1)? est positif et donc que 2n*> (n+1)? pour tout entier n supérieur a 2,4... et donc supérieur ou égal & 3.

Onpose #(n): 2" >n?, lacomparaison & démontrer.

¢ Initialisation :
2°=16
) donc 2°>4?
4°=16
donc #(4) est vraie.

* Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un n quelconque supérieur ou égal a 4.
Alors :

% par hypothése de récurrence

2" >n
n 2
> 2n

>

donc 2x2

donc 2™t > 2n? — Suntout, n'oublie pas que vous dtes dane une question b. qui vient aprds une question a. ...

Or, on a vu dans la question a. que 2n*>(n+ 1)? pour tout entier n supérieur ou égal a 3 et donc supérieur ou égal a 4.
Donc 2™ > (n+1)2.
Donc #(n + 1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n>4.



Correction de SUITES - Fiche 2

page 17

c. D'apres la question b. , pour tout entier n supérieur ou égal a 4 :
2n > n2

30<%$

= 0 < 100n

100

donc, par encadrement de 100n (%)n entre O et T,ona lim 100n (%)n =0.

n—-+o

o _1<i<1donc lim 110(2)" =0
2 Nostoo 2
¢ On en déduit par somme :
lim [100n(1)”+110(1)“+340]=34o.
Nton 2 2

La suite (a,) converge vers 340.

— Ou « d'aprés le théoréme des gendarmes » .

@ a  Pourtout neIN:
b

Vit = Ups1 — m

= +0 -
au, +b _a

- aun+b(1—a)7 b
l1-a l-a

—-ab

l1-a

= au, +

_ b
= a(unflia)
= aVy

Donc (v,) est géométrique de raison a.
b. On déduit du a. que, pourtout ne IN, vo=voxa".

b b
Oor, Vy=Up——— < Up=Vy+ ——

l1-a l-a
Donc u,=vgxa" +L.
l-a
ae]-1;1[ donc -1<a<1 etdonc lim a"=0
n—+oo

donc par produit lim voxa"=

n—+ow
donc par somme lim (vpxa" + b )=L.

N—+o0 l1-a’ 1-a




